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Существуют различные подходы к постановке задачи управления движением необитаемого подводного 
аппарата. Подводный аппарат может быть рассмотрен как единый управляемый объект, включающий в 
себя как динамику твердого тела, так и динамику исполнительных механизмов. В то же время существуют 
подходы, в которых задача управления делится на две независимых: в первой решается задача управления 
движением, во второй решается задача распределения сформированных управляющих команд на испол-
нительные механизмы движительно-рулевого комплекса. В статье представлен обзор различных подходов к 
решению задачи распределения управляющих воздействий, сформированных системой управления движе-
нием подводного аппарата. Показаны различные подходы и методы решения задач для различных типов 
движительно-рулевых комплексов. Представлены примеры программных пакетов, позволяющих численно 
решать задачи распределения управляющих воздействий в формулировках квадратичной оптимизации и 
управления по прогнозирующим моделям. Приведены примеры еще не решенных задач, которые требуют 
дальнейших исследований.
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Введение

Задача распределения управляющих воздействий 
(control allocation*) возникает естественным образом 
для избыточного (over-actuated) движительно-руле-
вого комплекса (ДРК) подводного аппарата (ПА), то 
есть такого ДРК, в котором исполнительных механиз-
мов (ИМ) (рули управления, основные и подруливаю-
щие движители) больше, чем количество доступных 
для управления степеней свободы. Использование 
ДРК такого типа широко распространено по следую-
щим причинам:

	 ввиду того, что подводные операции сопря-
жены с высокой степенью риска, избыточность 
необходима для реализации функций резервиро-
вания систем управления движением подводного 
аппарата;

	 в силу гидродинамических особенностей функ-
* Здесь и далее в скобках фигурирует терминология, наиболее часто 
встречающаяся в иностранных научных изданиях

ционирования при различных режимах движения 
(позиционный, крейсерский) часть исполнитель-
ных механизмов ДРК будет работать лучше или 
хуже; в соответствии с этим при разработке мно-
гоцелевых подводных аппаратов необходимо ис-
пользовать избыточные комплекты ИМ [1];

	 избыточная конфигурация ДРК при энергети-
чески оптимальном распределении управляюще-
го воздействия позволяет сократить затраты энер-
гии на 20–25% по сравнению с эквивалентной 
неизбыточной конфигурацией [2].
Решение задачи распределения управляющих 

воздействий ДРК позволяет оптимизировать энер-
гетические затраты на движение ПА, обеспечить от-
казоустойчивость системы управления и уменьшить 
механический износ ИМ в условиях накладываемых 
на них ограничений [3,4]. Исторически первой эта 
задача возникла в двух областях: для систем управ-
ления многостепенными манипуляторами [5] и са-
молётами [6]. Основной целью тогда было создание 
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систем аккомодации, то есть формирования такой 
системы управления движением, которая была бы 
устойчива к выходу из строя отдельных исполнитель-
ных механизмов.

В общем случае задача распределения управляю-
щих воздействий для избыточных систем управления 
ведет к задаче численной оптимизации с линейными 
ограничениями, решение которой сложно реализо-
вать для высокочастотных управляющих контуров в 
условиях операционных систем реального времени.

В настоящее время имеется достаточное коли-
чество обзорных статей в иностранной научной 
литературе, посвященных задаче распределения 
управляющих воздействий, включая как отдельные 
приложения – суда, подводные аппараты [7], лета-
тельные средства [8, 9], так и междисциплинарные 
[10]. В отечественной литературе такая постановка 
задачи обычно не выделяется в отдельный класс [11] 
и, например, задача аккомодации к отказам исполни-
тельных механизмов решается на основании данных 
о параметрах движения объекта управления [12,13]. 
Впрочем, упоминание задачи распределения управ-
ляющих воздействий можно найти в отдельных ста-
тьях [14–16] и главах диссертации [17].

Целью данной статьи является литературный об-
зор существующих подходов в рамках задачи распре-
деления управляющих воздействий с учетом науч-
ных достижений за последнее десятилетие в области 
подводной робототехники. Статья структурирована 
следующим образом. В разделе 1 приведены матема-
тическая формулировка задачи распределения управ-
ляющих воздействий и обоснование выделения её в 
отдельный класс задачи управления. Раздел 2 посвя-
щён описанию динамической модели подводного ап-
парата, а также моделей, чаще всего встречающихся 
для ИМ ДРК. В разделе 3 представлен формализован-
ный способ описания ДРК. В разделе 4 представлены 
существующие на данный момент методы решения 
задачи распределения управляющих воздействий. 
В разделе 5 приводятся ссылки на существующие в 
открытом доступе программные средства, позволяю-
щие решать задачу в режиме реального времени.

1. Формулировка задачи распределения 
управляющих воздействий

Пусть динамика подводного аппарата, оснащен-
ного избыточным ДРК, определена в формулировках 
метода пространства состояний следующим образом:

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ),= + ux t a x t B x t u t 	 (1)

где  – вектор состояния системы;  
∈ ⊂ ku U   – вектор управления исполнительными 

механизмами (control input), где подмножество U 
можно интерпретировать как ограничение величины 
команд управления, вызванное насыщением стати-
ческой характеристики движителей, механическими 
ограничениями угла поворота рулей или иными осо-
бенностями ИМ; ( )( ) : → 

n na x t  представляет со-
бой гладкую нелинейную функцию, описывающую 
управляемую систему; матрица ( )( ) ×∈n k

uB x t  опре-
деляет влияние вектора управления на состояние си-
стемы. Пусть ранг матрицы ( )( )uB x t  равен m и он 
меньше, чем k, вследствие избыточности ДРК. Такая 
матрица является недоопределённой, а соответству-
ющая ей система либо имеет бесконечное число ли-
нейно зависимых решений по параметру u, либо не 
имеет решений вовсе. Матрица ( )( )uB x t  может быть 
разложена следующим образом:

( ) ( ),( ) =uB x Bx xBυ 	 (2)

где обе матрицы ( ) ×∈n mxBυ  и ( ) ×∈m kB x  обладают 
рангом m. Это ведёт к новому описанию динамиче-
ской системы, которое может быть представлено сле-
дующим образом:

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ),= +x t a x t B x t tυ υ 	 (3)

( ) ,( )( ) ( )= tt x u tBυ 	 (4)

где ( )∈ ⊂ mt Aυ  можно интерпретировать как обоб-
щенное действие всех исполнительных механиз-
мов на объект управления или вектор виртуального 
управления (virtual input), а подмножество A получа-
ется аффинным преобразованием из подмножества  
U под действием матрицы B(x).

Удобно раскладывать матрицу Bu(x) таким обра-
зом, чтобы матрица Bυ(x) была квадратной (m = n). 
При этом матрица будет полноранговой, а решение 
уравнения для первой части системы  единственным. 
В качестве вектора управления удобно использовать 
обобщенный вектор сил и моментов, действующих 
на объект управления в связанной с ним системе ко-
ординат (ССК). При n = 6 его можно определить как 
υ  = [fx, fy, fz, mx, my, mz]

T, где fx, fy, fz  – проекции сил, 
затребованных системой управления движением, на 
продольную поперечную и нормальную оси связан-
ной с аппаратом системы координат, а mx, my, mz  – со-
ответствующие затребованные проекции моментов. 

Тем не менее матрица B(x) в случае избыточного 
ДРК остается недоопределённой. Фактически это ве-
дет к тому что для вектора υc, который был затребо-
ван системой управления, может быть неопределён-
ное множество решений уравнения (4).
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Задача поиска оптимального вектора управления 
движением может быть поставлена в рамках обоих 
вариантов описания системы, представленных выше. 
Пусть задача оптимального управления поставлена 
в рамках квадратичной оптимизации, тогда для опи-
сания (1) задача будет сформулирована следующим 
образом [18]:

	 (5)

где q(x) ≥ 0, ( ) ( ) 0= ≥T
u uR x R x  – некоторые критерии 

оптимизации. 
При этом описание (3)(4) естественным образом 

ведет к постановке двух независимых оптимизацион-
ных задач, которые могут быть записаны следующим 
образом:

0

min [ ( ) ( ) ] ,
∞

+∫ Tq x R x dtυυ
υ υ 	 (6)

	 (7)

где q(x) ≥ 0 , ( ) ( ) 0= ≥TR x R xυ υ , а s представляет со-
бой невязку вектора виртуального управления, ко-
торая определяет меру различия между заданным 
и сформированным векторами управления, Q – ма-
трица, формализующая приоритеты работы тех или 
иных осей управления при выходе вектора υ за преде-
лы допустимого множества A, а J(x, u, t) – некоторый 
функционал качества.

В работе [18] показано, что оптимальность реше-
ния сохраняется при переходе от задачи оптимизации 
(5) к двум независимым задачам (6) и (7). При этом 
второй подход позволяет достичь следующих преи-
муществ:

	 решение задачи оптимального управления (6) 
для нелинейных систем трудоемко и требует зна-
чительных численных расчётов, но при этом, в 
случае неизменного критерия оптимизации Rυ и 
изменяющихся критериев оптимизации J(x, u, t) 
и Q, нет необходимости заново получать решение 
уравнения (6);

	 в первом подходе изменение параметров опти-
мизации Ru влияет как на изменение поведения 
системы в целом, так и на изменение распреде-
ления управляющих команд. Во втором случае 
задачи изолированы друг от друга и изменение Rυ 
влияет только на поведение системы, не затраги-
вая работу ДРК;

	 реализация системы управления движением 
может быть архитектурно разделена на два неза-

висимых уровня, и в рамках каждого из них могут 
быть применены различные подходы к решению. 
При этом важно, что задача управления движени-
ем подводного аппарата может быть полностью 
абстрагирована от структуры его ДРК, обеспечив 
единый и универсальный подход к разработке 
контура управления движением для произвольно-
го типа ПА;

	 ограничения, накладываемые на общую зада-
чу оптимального управления (5), существенно 
усложняют её численное решение, особенно ког-
да подмножество U является невыпуклым. При 
раздельном подходе можно решать задачу (6), 
условно считая задачу без ограничений, при этом 
накладывая ограничения только на более простую 
задачу (7), решение которой с учётом ограниче-
ний технически реализуемо современными вы-
числительными средствами в режиме реального 
времени;

	 реализация раздельных уровней управления 
движением позволяет существенно упростить си-
стему аккомодации за счет её переноса в область 
ответственности задачи распределения управля-
ющих команд.
Отдельно стоит упомянуть случай при k – n < 0 

для системы (1). Такой случай подразумевает, что 
исполнительных механизмов ДРК меньше, чем раз-
мерность вектора состояния системы, такие системы 
можно назвать дефицитными (under-actuated system), 
а соответствующая ей матрица Bu является переопре-
делённой или плохо обусловленной. В этом случае 
задача распределения управляющего воздействия 
тесно связана с системой управления движением ПА 
и её сложно сформулировать обособленно. Отдель-
ные примеры решения этой задачи для различных 
типов АНПА представлены в литературе [19, 20], но 
этот класс задач не является предметом обсуждения 
данной статьи.

2. Описание ПА как объекта управления

2.1.	 Модель динамики подводного аппарата

Полную динамику подводного аппарата при n = 6 
в рамках изолированной задачи управления ПА по 
виртуальному вектору управления υ можно описать 
следующей системой уравнений [21]:

( ) ,
( ) ( ) ( ) .

=
+ + + =









J v
Mv C v v D v v g
η η

η υ

В первом уравнении в качестве вектора со-
стояния используется положение ПА в некото-
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рой инерциальной системе координат (ИСК) 
6[ , , , , , ] ∈= 

Tx y zη φ θ ψ , где первые три компоненты 
вектора определяют линейное смещение положения 
относительно начала отсчета, а вторая тройка опреде-
ляет ориентацию тела, выраженную в углах Эйлера, 

6[ , , , , , ]= ∈Tv u w p q rν  описывает движение АНПА 
в ССК, матрица 6 6×∈J  определяет кинематические 
соотношения при переходе от ССК к ИСК. 

Во втором уравнении в качестве вектора состояния 
используется скорость аппарата v в ССК, 6 6×∈M  – 
матрица инерции НПА, 6 6( ) ×∈C v  – матрица корио-
лисовых  и центробежных сил, 6 6( ) ×∈D v  – матрица 
гидродинамических сил и моментов, а g(η) – вектор 
гидростатических сил и моментов.

2.2.	 Модель исполнительных механизмов ДРК

Исполнительные элементы ДРК определяют эф-
фективность траекторного маневрирования НПА, а 
также возможность его динамического позициониро-
вания в точке или зависания в толще воды. На прак-
тике используются различные конструктивные схе-
мы ДРК, в состав которых могут входить маршевые 
и подруливающие движители, носовые и кормовые 
рулевые устройства. Наиболее распространенными 
типами движителей являются гребные винты в на-
садке и водометные движители, которые могут уста-
навливаться стационарно на корпусе аппарата или на 
поворотных кронштейнах, которые поворачиваются 
на требуемый угол в плоскости или пространстве 
для изменения направления действия силы тяги. При 
этом использование водометных движителей огра-
ничено их сравнительно низким КПД (0.5–0.55) по 
сравнению с гребными винтами, у которых он может 
достигать значений 0.7–0.75 [22–25]. Гораздо мень-
ший КПД имеют такие экзотические движительные 
установки, как крыльчатые, волновые или машущие. 

Рулевые устройства, использующие гидродина-
мические крылья в качестве исполнительного орга-
на, как известно, имеют низкую эффективность при 
малых скоростях набегающего потока [23, 24]. При 
этом на крейсерских скоростях движения использо-
вание носовых и кормовых рулей направления и глу-
бины имеет очевидное преимущество по сравнению 
с подруливающими движителями в части энергопо-
требления. Остановимся на традиционных испол-
нительных элементах ДРК многофункционального 
НПА, обеспечивающего выполнение обзорно-поис-
ковых работ с движением в широком диапазоне ско-
ростей хода и динамическое позиционирование в 
толще воды.

Маршевые движители (МД). Это один или не-
сколько кормовых движителей, обеспечивающих 

продольное движение аппарата, а также возможность 
маневрирования по глубине и курсу. Основные пара-
метры статической характеристики гребного винта 
(ГВ) маршевого движителя соответствуют следую-
щим соотношениям [24,25]:

	 (8)

где τмд – упор маршевого движителя, Н; Kt(λp) – 
безразмерные коэффициенты тяги и момента ГВ 
соответственно; λp = V(ns · D)–1 – относительная по-
ступь ГВ; ns – частота вращения ГВ, об/с; D – диаметр 
ГВ, м; V – скорость хода аппарата, м/с; ρ – массовая 
плотность воды, кг/м3; g – ускорение свободного 
падения, м/с2.

Управляющая сила, соответствующая упору мар-
шевого движителя, может быть записана в следую-
щем виде [7]:

	 (9)	
	

где Kмд – коэффициент управляющей силы маршевого 
движителя, uмд – управляющая команда маршевого 
движителя. При этом выбор команды управления МД 

 будет соответствовать частоте вращения 
движителя .

Подруливающие движители (ПД). В составе 
ДРК подводных аппаратов, как правило, использу-
ются группы вертикальных и горизонтальных ПД, 
которые обеспечивают формирование управляющих 
сил и моментов при динамическом позиционирова-
нии аппарата в толще воды с компенсацией течения 
и других силовых и моментных возмущений. Тяго-
вые характеристики ГВ ПД зависят от параметров 
поперечного набегающего потока, вызванного 
ходом аппарата, и определяются следующими 
соотношениями:

	 (10)

где τвпд, τгпд  – упор вертикального и горизонтального 
ПД соответственно, Н;  – безразмерные ко-
эффициенты ослабления тяги вертикального и гори-
зонтального ПД в зависимости от результирующей 
скорости движения аппарата V соответственно; nsв, 
nsг – частоты вращения ГВ ПД, об/с; υk – скорость 
потока в канале ПД, м/с; α, β – угол атаки и дрейфа 
соответственно.

По аналогии с (9) управляющие силы, соответ-
ствующие упорам подруливающих движителей, мо-
гут быть записаны в следующем виде:
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	 (11)

где Kвд, Kгд  – коэффициенты управляющих сил ПД, 
uвд, uгд  – управляющие команды ПД.

Рулевые устройства (РУ). Традиционным кон-
структивным и эксплуатационным решением РУ яв-
ляется использование кормовых рулей и элеронов, 
хотя при малых скоростях движения находят при-
менение и дополнительные рули глубины. Управля-
ющие моменты рулей являются функцией угла пе-
рекладки и скорости набегающего потока, при этом 
дополнительные силы лобового сопротивления не 
учитывается при анализе управления. Модель РУ 
определяется следующими соотношениями [26]:

	 (12)

где  – управляющие моменты РУ 
по крену, курсу и дифференту соответственно; 

, ,x y zm m mδ δ δ  – производные гидродинамических ха-
рактеристик от перекладки рулей крена, направления 
и глубины соответственно; , , Hθ ϕδ δ δ  – углы пере-
кладки рулей крена, направления и глубины соответ-
ственно; U – водоизмещение аппарата, м3.

Управляющие моменты РУ можно представить 
следующими функциями от углов перекладки:

(13)

где  – коэффициенты управляющих мо-
ментов рулей крена, направления и глубины соответ-
ственно.

3. Описание движительно-рулевого 
комплекса НПА

Пусть движительно-рулевой комплекс подводно-
го аппарата оснащён k движителями, тогда уравнение 
(4) для вектора виртуального управления υ при n = 6 
может быть записано следующим образом [27]

2

2
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(14)

где i
jC  – проекция направляющего косинуса i-го 

движителя на j-ю ось ССК, а Pi – положение i-го 
движителя в ССК.

В случае если НПА оснащен, например, допол-
нительным рулём управления и поворотным движи-
телем, которые оба обеспечивают вращение НПА в 
горизонтальной плоскости ССК, то в описание  будут 
добавлены следующие столбцы:

	 (15)

Для рулей управления удобно использовать в ка-
честве команды управления ИМ создаваемый им мо-
мент в ССК, а затем по калибровочной характеристи-
ке переводить его значение в необходимое значение 
угла перекладки в зависимости от скорости набегаю-
щего потока НПА.

4. Методы решения задачи распределения 
управляющих воздействий

Существует достаточно много подходов к поста-
новке и решению задачи распределения управляю-
щих воздействий между ИМ ДРК. В рамках данно-
го обзора они разделены на две большие группы. В 
первую группу отнесены те задачи, в которых вектор 
виртуального управления пропорционален вектору 
управления ИМ, то есть υ(t) = Bu(t), и это допущение 
было сделано в формулировке задачи распределения 
управляющими воздействиями. Но в то же время су-
ществует отдельная группа систем, где это допуще-
ние не может быть принято.

4.1.	 Линейные системы ИМ

В подавляющем большинстве случаев к этой 
группе относят практически все телеуправляемые 
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необитаемые подводные аппараты (ТНПА) с фик-
сированными движителями, а также большую часть 
АНПА, оснащенных фиксированными движителями 
и/или рулями управления. В статье [28] представлен 
обзор различных АНПА, разработанных до 2000 года 
за рубежом. Большинство представленных аппаратов 
оснащено одним или двумя маршевыми движителя-
ми, которые работают совместно с рулями управле-
ния. К этой группе также могут быть отнесены такие 
аппараты, как МТ-2010 [29], ММТ-3000 [30] и другие 
аппараты, разработанные в Институте проблем мор-
ских технологий ДВО РАН.

Для линейных систем исполнительных механиз-
мов исторически первыми появились статические 
модели, описывающие их поведение и соответству-
ющие им статические методы оптимизации, но после 
2000 года начали появляться исследования, в рамках 
которых учитывалась динамическая модель исполни-
тельных механизмов при решении задачи оптималь-
ного распределения.

Аналитическое решение при ∈ku . Отдельным 
случаем является аналитическое решение задачи при 
отсутствии ограничений на управляющие команды, 
т.е. ∈ku . Такая ситуация отчасти является син-
тетической, но может быть к ней сведена подбором 
специальных контуров управления с затяжными пе-
реходными процессами. При отсутствии ограниче-
ний на команды управления оптимизационная задача 
может быть решена на основе метрики L2 (евклидова 
норма):

где up – желаемое значение вектора управления ИМ 
в случае отсутствия управления, а W – диагональная 
матрица положительно определённых весовых 
коэффициентов.

Решение данной задачи может быть получено 
аналитическим образом и имеет следующий вид [31]: 

( ) ,+= − p cu B u CI C υ

где I – единичная матрица, а C определяется следую-
щим выражением:

Это решение возможно, только если матрица B 
является невырожденной, но зачастую это не так или 
она может стать вырожденной при отказах отдель-
ных элементов движительно-рулевого комплекса. В 
этом случае в практической реализации нормальной 
является практика записи матрицы C в следующей 
форме:

где ε ≥ 0 представляет собой бесконечно малую до-
бавку, фактически не влияющую на решение задачи, 
но обеспечивающую существование обратной матри-
цы.

Прямое распределение с масштабированием. 
Данный подход не обеспечивает оптимального реше-
ния, но позволяет получить его в условиях линейных 
ограничений ∈ ⊂ ku U , накладываемых на испол-
нительные механизмы. Данный метод подразумевает 
поиск такого набора линейных положительных сжи-
мающих коэффициентов [0,1]∈α , при котором ре-
шение задачи распределения управляющего воздей-
ствия не выходит за рамки допустимого множества 
U [32], при этом новая линейная оптимизационная 
задача ставится следующим образом:

Решение задачи поиска такого набора сжимаю-
щих коэффициентов встречается в зарубежной ли-
тературе [33, 34]. Кроме того, встречаются статьи, в 
которых рассматривается решение задачи оптимиза-
ционного поиска набора сжимающих коэффициентов 
[35].

Одна из вариаций данного подхода, которая ис-
пользуется в аппаратах Института проблем морских 
технологий ДВО РАН, формулируется следующим 
образом [36]. Пусть prio

cυ  представляет собой коман-
ду управления υc, в которой оси расставлены в соот-
ветствии с уменьшением степени приоритета, l = [l1, 
l2, …, lm] где li ∈ [0, 1], представляет собой набор ко-
эффициентов насыщения i-й оси управления, а uub 
представляет собой решение задачи распределения 
без ограничений, полученное в соответствии с выра-
жением (16). Тогда можно решить задачу распределе-
ния управляющих значений итерационным методом 
с фиксированным количеством шагов. Так, для оси с 
максимальным приоритетом, т.е. для 1

cυ  сжимающий 
коэффициент будет записан следующим образом:

lim
1

1

1

min ,
=

 ⋅ =  
  

k

j
ub
j j

l u
u

α

где ù
ju  представляет собой максимальное значе-

ние команды управления j-го исполнительного ме-
ханизма. Для простоты считаем, что характеристи-
ка  исполнительного механизма симметрична, т.е. 

lim + −= = −j j ju u u .
Для осей с меньшим приоритетом, т.е. для i > 1 в 

наборе prio
cυ , расчёт сжимающего коэффициента бу-

дет записан следующим образом:
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( )lim lim

1

min ,
min ,

=

 ⋅ − =  
  

k
prev

i j j j
i ub

j
j

l u u u
u

α

где prev
ju  представляет собой команду управления, 

которая была рассчитана для j-го исполнительного 
механизма на предыдущих итерациях алгоритма рас-
чёта и определяется следующим образом:

1

0
.

−

=

= ∑
i

prev ub
j k

k
ku uα

Квадратичная оптимизация. Выбор функцио-
нала J второго порядка в уравнении, описывающем 
управляемую систему (7), можно легко привести к 
записи задачи квадратичной оптимизации в канонич-
ной форме (метрика L2 или евклидова норма):

где 1 1, ), ,2 ( ,= ⋅   mkH dia wg q q w  представляет со-
бой диагональную матрицу положительно опреде-
лённых весовых коэффициентов для ИМ ДРК (q1, …
qk) и элементов вектора виртуального управления (w1, 
…, wm).

В данной постановке задачи используются раз-
личные математические методы поиска решения, 
например, метод активного набора (active set) или 
метод внутренней точки (interior point). Оба мето-
да использовались при решении задачи распреде-
ления для квадратичной формулировки проблемы 
[37, 38].

Функционал J может быть записан также и в L1  
метрике, но особенностью методов линейного про-
граммирования при решении таких задач является 
поиск оптимального решения по граням и вершинам 
области допустимых значений границ подмножества 
U. Физический смысл этого заключатся в тенденции 
максимальной загрузки минимального количества 
ИМ [39], что существенно повышает износ отдель-
ных ИМ и ведёт к чрезмерной нагрузке на систему 
энергообеспечения. В то время как методы квадра-
тичного программирования, в свою очередь, стре-
мятся найти такое решение, которое распределяет 
равную нагрузку на максимальное количество эле-
ментов управления.

Динамическое распределение. Предыдущие фор-
мулировки задачи распределения вектора управления 
строились на базе статической модели ИМ и не учи-
тывали динамических процессов, которые происхо-
дят в них. В работах [40, 41] были предложены пер-
вые попытки формулировки задачи распределения 
вектора управления с учетом динамики ИМ.

В работе [42] представлен новый подход для уче-
та динамики исполнительных приводов. Его суть за-
ключается в создании подпространств глобального 
пространства решения задачи распределения управ-
ляющих команд, которые отражают «виртуальную» 
динамику процессов, происходящих в исполнитель-
ных механизмах. Позже этот подход был развит в ра-
ботах [43, 44].

В рамках нового подхода динамическая задача 
распределения управляющих воздействий (dynamic 
control allocation) приобрела новую формальную за-
пись:

)
( )
( ) (

( ),
( ,) ( );( ) B+

⊥
+

=
+ ≡


 =



c

t
u t B t B

t
t u t tυ

ω µ
ωυ 	 (17)

где ( ) −∈k mtω  – вектор состояния распределителя 
(allocator state), ( ) −∈k mtµ  – вход распределителя 
(allocator input), uc(t) обозначается как первичный 
вектор управления ИМ, B+ – псевдообратная ма-
трица к матрице B, а B⊥ представляет собой такую 
недоопределённую матрицу, множество решений ко-
торой формируют подпространство, ортогональное 
подпространству, сформированному множеством ре-
шений недоопределённой матрицы B. Такая запись 
позволяет получить произвольный вектор команд 
управления ИМ путем настройки ω(t).

Недостатком методов, представленных выше, 
является необходимость знания динамической моде-
ли исполнительных механизмов. Для решения этой 
проблемы в работе [45] авторами представлен новый 
подход, в котором параметры динамики ИМ опреде-
ляются в режиме реального времени на основе мето-
дов обучения с подкреплением.

Динамическое распределение на базе прогнози-
рующих моделей. Управление с прогнозирующими 
моделями (Model predictive control) представляет со-
бой один из самых современных подходов в области 
теории управления. Изначально он применялся при 
управлении производственными процессами, где 
большие постоянные времени переходных процес-
сов позволяли его применять, т.к. он крайне ресур-
соёмок. Но с ростом вычислительных мощностей 
компьютеров и встраиваемых систем появилась воз-
можность применения данного подхода для мобиль-
ных объектов управления. В рамках этого подхода 
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сформировался отдельный подкласс под названием 
«Model predictive control allocation» [46–48] предна-
значенный для решения задачи распределения управ-
ляющих воздействий на основе прогнозирующих мо-
делей. 

Задача распределения в данном подходе записы-
вается следующим образом [49]. Пусть исполнитель-
ные механизмы ДРК представлены в формулировках 
метода пространства состояний следующим образом:

( ) ( ) ( ),= + u cmduu t A u t B u t
где A и B блочно-диагональные матрицы, описываю-
щие динамику исполнительных элементов, ucmd(t)  – 
вектор управления ИМ, а ( )u t  – сформированное ИМ 
управление. Тогда постановка задачи распределения 
управления на базе прогнозирующей модели будет 
выглядеть следующим образом:

Для предсказания состояния на горизонт времени 
N набора исполнительных механизмов u(t) использу-
ется дискретная запись:

[ ]
[ ]

ˆ ˆ ˆ( 1| ), , ( | ) ,
ˆ ˆ ˆ( 1| ), , ( | ) ,

= + +

= + +





u u k k u k N k

k k k N kυ υ υ

где N представляет собой размер горизонта предска-
зания, а k – текущий временной отрезок. Для задан-
ного горизонта предсказания множество решений 
вектора управления ИМ ДРК *

cmdu  может быть найде-
но путем минимизации квадратичного функционала, 
который записан следующим образом:
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где W(j) представляет собой матрицу весовых коэф-
фициентов, которая отражает значимость миними-
зации невязки с целевой командой управления υ* в 
момент времени j. В свою очередь, весовой коэффи-
циент Wa(i) отражает стоимость использования i-го 
исполнительного механизма.

4.2.	 Нелинейные системы ИМ

Существуют более сложные системы ДРК, так, в 
экспериментальном автономном подводном аппара-
те «KAUV-1» [50] маршевый движитель расположен 
на поворотной платформе, которая обеспечивает его 
вращение в горизонтальной плоскости ССК, в то вре-

мя как система изменяемого положения центра масс 
обеспечивает создание момента по каналу дифферен-
та. Еще одним примером сложного движительно-ру-
левого комплекса является автономный подводный 
аппарат «Jinbei» [51], на котором установлена пара 
вращательных подруливающих движителей. Похо-
жий автономный робототехнический комплекс под 
названием «Otohime» [52] также оснащен поворот-
ными подруливающими движителями и был разра-
ботан той же группой японских ученых для решения 
задачи автоматического сбора грунта с морского дна.

Особенностью таких структур ДРК является на-
личие движителей, которые закреплены на поворот-
ной платформе. Это ведёт к тому, что допущение 
υ(t) = Bu(t) не может быть принято. Кроме того, в 
этом случае область решения является невыпуклой. 
Для такого класса задач подавляющая часть методов, 
описанных выше, не работает и требуются другие 
подходы.

Методы нелинейного программирования. В рабо-
тах [53, 54] показано, что методы нелинейного про-
граммирования можно использовать для решения 
задачи распределения управляющих воздействий. 
Основным используемым подходом является локаль-
ная аппроксимация квадратичного функционала и 
линеаризация ограничений. 

Это приводит к численному методу решения опти-
мизационной задачи, аналогичному последователь-
ному квадратичному программированию (Sequential 
quadratic programming), за исключением того, что ли-
нейное либо квадратичное приближение необходимо 
выполнять для каждой итерации расчётов.

Недостатком такого подхода является то, что при 
высокой нелинейности исполнительных механизмов 
и сильной невыпуклости области решения данный 
метод может остаться в локальном экстремуме, не 
дойдя до глобального, что может существенно ухуд-
шить качество управления.

Динамический поиск оптимума. В работе [55] 
автором предлагается переформулировать задачу 
поиска оптимального распределения управляюще-
го воздействия как поиск управляющей функции 
Ляпунова. В частности, пусть задан функционал 

( , , ) ( , , ) ( )′ = +J x u t J x u t uδ , где δ(u) представляет со-
бой специальную штрафную функцию, которая удер-
живает u в рамках подпространства U. Тогда функция 
Ляпунова будет записана следующим образом:

( , , , ) ( , , ) ( ( , , )),′= + −T
cL x u t J x u t h u x tλ υλ 	 (18)

где λ – множитель Лагранжа. Пусть существует функ-
ция управления Ляпунова V0(x, t) (Control-Lyapunov 
function), которая была сформирована системой 
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управления НПА, тогда задача оптимального распре-
деления управляющего воздействия будет записана 
следующим образом:

0 , 1 ,( , , , ) ( )
2

∂ ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂

 ∂


+ 

 

T TL LV x u t V x t
u u
L Lσλ

λ λ

где σ – некоторый множитель.
Этот подход был развит позже при решении за-

дачи распределения управляющих воздействий для 
нелинейных ИМ с учетом их динамики [56].

5. Программные средства для решения 
задачи распределения управляющих 
воздействий

Для решения задачи квадратичной оптимизации 
во встраиваемых системах управления, применяемых 
в подводных аппаратах, желательно использовать 
легковесные библиотеки на языках программирова-
ния С++/С, которые позволяют решать оптимизаци-
онные задачи в режиме реального времени и легко 
встраиваемы в ПО аппарата. 

Основные известные программные реализации 
с открытым исходным кодом, которые подходят для 
описываемой задачи, следующие:

	 CVXGEN – реализация решения задачи ква-
дратичной оптимизации на основе метода вну-
тренней точки с автоматической генерацией С 
кода [57]. В работе [49] показано, что этот про-
граммный пакет может быть использован для 
решения задачи оптимального распределения в 
формулировках MPC подхода в режиме реально-
го времени;

	 qpOASES – реализация решения задачи ква-
дратичной оптимизации на основе метода актив-
ных множеств на языке С++ [58];

	 FiOrdOs – специальный программный мо-
дуль к MATLAB, который позволяет автоматиче-
ски сформировать код для численного решения 
задачи квадратичной оптимизации с линейными 
ограничениями на языке С. Может быть исполь-
зован для решения задачи оптимального распре-
деления в формулировках MPC [59];

	 ACADO – специальная программная среда и 
набор алгоритмов для решения задачи квадратич-
ной оптимизации с ограничениями, динамиче-
ской оптимизации, задачи MPC. В составе пакета 
есть специальные методы для автоматической ге-
нерации С кода [60];

	 MPT (Multi-Parametric Toolbox) – специальный 
бесплатный пакет к MATLAB, включающий в 
себя реализацию оптимального управления ли-
нейными, гибридными и нелинейными система-
ми. Могут быть заданы линейный и квадратич-
ный функционалы качества. Есть автоматическая 
генерация кода на языке С [61].

Заключение

Задачу управления движением подводного аппа-
рата можно ставить различными способами. Один из 
них заключается в разделении задачи на две незави-
симых, которые решаются последовательно: управ-
ление движением НПА и управление исполнитель-
ными механизмами. В статье показано, что при такой 
декомпозиции управления оптимальность решения 
сохраняется. Приведены различные подходы и мето-
ды решения задачи распределения управляющих воз-
действий в зависимости от типа используемого ДРК. 
Кроме того, представлены программные пакеты, ко-
торые позволяют реализовать рассмотренные подхо-
ды в компьютерах и встраиваемых системах. 

Описываемая задача представляется достаточно 
проработанной, но в тоже время существует большой 
пласт особенностей динамики ИМ, которые до сих 
пор не учтены в представленных подходах:

	 При формировании динамических моделей 
исполнительных механизмов явным образом не 
выражены параметры электроприводов. В рабо-
тах не учитывается, что коэффициент полезного 
действия электромотора существенно зависит от 
скорости вращения вала привода.

	 Динамическая модель не учитывает сильную 
зависимость параметров исполнительных меха-
низмов от скорости набегающего потока, хотя это 
важный параметр для работы всех исполнитель-
ных механизмов. Так, в работе [62] показано, что 
из-за гидродинамических особенностей эффек-
тивность ПА существенно падает с возрастанием 
скорости набегающего потока и изменением его 
угла набегания.
Такие задачи, как и многие другие в этой области, 

требуют дальнейшего детального рассмотрения.

Работа выполнена по теме госзадания ИПМТ 
ДВО РАН «Научные исследования и разработки в 
области новых технологий создания перспективных 
морских робототехнических комплексов …», № гос
регистрации АААА-А17-117013010055-6.
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